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Nous de´montrons l’influence de proprie´te´s des re´seaux d’interconnexion de centres de donne´es sur l’e´tirement obtenu
pour des routages dits  ge´ome´triques . Ces routages reposent sur un plongement des sommets du graphe dans un
espace me´trique  simple  tel que le plan Hyperbolique. Les re´seaux d’interconnexions des centres de donne´es sont
ge´ne´ralement conc¸us pour favoriser les syme´tries, celles-ci permettant de minimiser la congestion et a` chaque entite´
d’exe´cuter le meˆme protocole de routage. Nous montrons que les syme´tries d’un graphe ont un impact ne´gatif sur
les performances de certains routages ge´ome´triques. Plus pre´cise´ment, nous prouvons que l’existence de syme´tries
(endomorphismes) non-triviales dans le graphe entraıˆne un e´tirement des plus courts chemins qui est proportionnel au
diame`tre du graphe pour un grand nombre de routages ge´ome´triques. Nos re´sultats sont fonde´s sur une relation entre
l’hyperbolicite´ d’un graphe (un parame`tre qui capture plusieurs proprie´te´s me´triques du graphe) et l’existence de
strate´gies gagnantes dans une variante du jeu du Gendarme et du Voleur. Nous illustrons nos re´sultats avec quelques
topologies usuelles de la litte´rature (grilles, hypercubes, de Bruijn, Fat-Tree, BCube, etc. . . ).
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1 Introduction
E´tant donne´ un re´seau d’interconnexion, un me´canisme de routage assigne pour chaque paire source-
destination possible un chemin (dans le graphe sous-jacent) par ou` faire transiter les messages entre ces
deux entite´s. Un me´canisme naı¨f assignerait a` chaque paire un plus court chemin du graphe sous-jacent.
Cependant, un tel routage requiert le calcul et la me´morisation de la matrice des distances, et donc ne
passe pas a` l’e´chelle pour des re´seaux de dizaines de milliers d’unite´s. A` titre d’exemple, Microsoft a
plus d’un million de serveurs re´partis sur une centaine de centres de donne´es [1]. D’ou` l’existence d’une
vaste litte´rature sur des routages plus adapte´s a` la taille croissante des re´seaux d’interconnexion, mais au
prix d’un e´tirement de la longueur des chemins emprunte´s. Nos re´sultats portent sur l’e´tirement d’une
famille de routages appele´s  routages ge´ome´triques  [14]. En lieu de chemins, ces routages assignent a`
chaque entite´ (sommet du graphe) un point dans un espace me´trique plus  simple , par exemple, le plan
Euclidien. Le chemin d’une source vers une destination donne´e est alors calcule´ de proche en proche :
chaque entite´ de´livrant le message a` n’importe lequel de ses voisins qui est strictement plus proche, dans
l’espace me´trique, de la destination. Plusieurs constructions ont e´te´ propose´es pour garantir l’arrive´e a`
destination de tous les messages [6, 9, 12, 13].
Nos re´sultats portent plus pre´cise´ment sur des routages utilisant comme espace me´trique soit un espace
Hyperbolique [12], soit un espace me´trique de mot [6]. Nous nous inte´ressons a` leur e´tirement dans
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le cas particulier ou` le re´seau d’interconnexion est celui d’un centre de donne´es. Le sujet a connu un
regain d’attention re´cent [5], et il a e´te´ montre´ expe´rimentalement sur plusieurs topologies usuelles de la
litte´rature (dont Fat-Tree, BCube, Hypercube et Butterfly) que les e´tirements moyens obtenus e´taient de
faible ampleur. Ce re´sultat positif a motive´ l’e´tude de l’e´tirement dans le pire cas.
E´tat de l’art. Il a e´te´ prouve´ que la valeur de l’e´tirement est proportionnelle a` l’hyperbolicite´ du graphe
sous-jacent [15]. Ce parame`tre mesure la proximite´ de la distribution des distances dans un graphe avec
celle d’un arbre. Une raison intuitive pour cette relation est que les routages conside´re´s se restreignent
a` un sous-arbre couvrant du graphe sous-jacent. Calculer l’hyperbolicite´ d’un graphe se fait en temps
polynomial, toutefois, les algorithmes connus [4] prennent en entre´e la matrice des distances, et donc
ne passent pas a` l’e´chelle. Afin d’e´valuer l’hyperbolicite´ des graphes des re´seaux d’interconnexion des
centres de donne´es, nous avons cherche´ des relations entre ce parame`tre et d’autres proprie´te´s de graphes.
Nos contributions. Il est courant que les graphes des re´seaux d’interconnexion des centres de donne´es
soient syme´triques. En effet, utiliser les syme´tries dans un graphe est un moyen commode d’e´quilibrer la
charge du trafic, donc de minimiser la congestion. Nous prouvons que les syme´tries ont un impact ne´gatif
sur l’hyperbolicite´ d’un graphe, et par conse´quent sur l’e´tirement des routages ge´ome´triques applique´s
aux re´seaux d’interconnexion des centres de donne´es. Plus pre´cise´ment :
– l’hyperbolicite´ des graphes sommet-transitifs ou areˆte-transitifs est proportionnelle a` leur diame`tre ;
– de meˆme, e´tant donne´ n’importe quel endomorphisme d’un graphe G, son hyperbolicite´ δ(G) est au
moins proportionnelle a` la plus petite distance entre un sommet et son image.
Nos re´sultats sont de´taille´s dans un rapport de recherche [8]. Dans la suite, nous esquisserons les preuves
de nos deux re´sultats principaux, puis nous les appliquerons a` quelques topologies usuelles de la litte´rature.
2 Syme´tries vs. hyperbolicite´
De´finitions. Les syme´tries dans un graphe sont formellement de´finies comme l’ensemble de ses endo-
morphismes. Un endomorphisme dans un graphe G = (V,E) est une fonction σ de V dans V qui pre´serve
les relations d’adjacence. Par exemple, si G est biparti alors la fonction qui associe les deux coˆte´s de la
bipartition a` deux sommets adjacents de G est un endomorphisme. Un automorphisme est un endomor-
phisme bijectif. En particulier, un automorphisme pre´serve a` la fois les relations d’adjacence et de non-
adjacence. Le graphe G est sommet-transitif si pour toute paire de sommets u,v∈V , il existe un automor-
phisme σ tel que σ(u) = v. De meˆme, G est areˆte-transitif si pour toute paire d’areˆtes {u,v},{x,y} ∈ E,
il existe un automorphisme σ tel que {σ(u),σ(v)}= {x,y}. On peut remarquer que la sommet-transitivite´
n’implique pas l’areˆte-transitivite´, et vice-versa.
La notion d’hyperbolicite´ [10] est plus technique. Par soucis de simplicite´, nous n’e´voquerons qu’une
condition ne´cessaire pour qu’un graphe soit δ-hyperbolique. Nous aurons besoin d’introduire deux no-
tions standards de la the´orie des graphes.
1. Un jeu du Gendarme et du Voleur sur le graphe G se joue entre deux joueurs qui a` chaque tour
peuvent se de´placer l’un apre`s l’autre sur un sommet adjacent a` leur position. Le graphe G est
cop-win si le premier joueur (appele´ le Gendarme) peut toujours finir par atteindre la position du
second (appele´ le Voleur) quelles que soient leurs positions initiales respectives. Par exemple, tous
les arbres sont cop-win, mais le triangle est le seul cycle cop-win. Plus ge´ne´ralement, les graphes
complets sont les seuls graphes cop-win et re´guliers [2].
2. Finalement, le graphe-puissance Gk a pour sommets V et pour areˆtes toutes les paires de sommets
u,v ∈V a` distance au plus k dans G. En particulier, G1 = G.
Dans la suite, nous utiliserons le fait que si G est δ-hyperbolique alors G4δ est cop-win (cf [7] pour de
plus amples informations).
The´ore`me 1 Si G est sommet-transitif, de diame`tre D et d’hyperbolicite´ δ, alors δ≥ dD/2e/2.
Liens entre syme´tries et e´tirements de routages dans les re´seaux d’interconnexions de centres de donne´es.
Preuve. Pour tout endomorphisme σ de G, comme σ pre´serve les relations d’adjacence on a que pour
tout u,v ∈ V , distG(σ(u),σ(v)) ≤ distG(u,v), et par conse´quent σ est aussi un endomorphisme de G4δ.
En particulier, G sommet-transitif implique que G4δ l’est aussi, et donc que G4δ est re´gulier. Mais alors,
comme G4δ est cop-win et re´gulier, c’est un graphe complet [2]. En conse´quence, 4δ≥ D. 2
Le re´sultat du The´ore`me 1 s’e´tend aux graphes areˆte-transitifs (nous en donnons une preuve dans [8]).
The´ore`me 2 Si G est areˆte-transitif, de diame`tre D et d’hyperbolicite´ δ, alors δ≥ bD/2c/2.
Nous montrons ci-dessous comment des re´sultats similaires sur l’hyperbolicite´ peuvent se de´duire sans
utiliser la sommet-transitivite´ (qui est une hypothe`se forte). En fait, l’existence d’un endomorphisme
non-trivial suffit dans la plupart des cas.
The´ore`me 3 Soient G un graphe δ-hyperbolique et σ un endomorphisme de G tel que pour tout sommet
u ∈V , distG(u,σ(u))≥ l ≥ 2. On a que δ≥ dl/2e/2.
Preuve. Il suffit de montrer que Gl−1 n’est pas cop-win, ce qui impliquera 4δ ≥ l et donc le re´sultat.
Pour le prouver, conside´rons un jeu du Gendarme et du Voleur sur Gl−1. Nous de´montrons l’existence
d’une strate´gie pour le Voleur telle que le Gendarme ne pourra jamais atteindre sa position. La strate´gie
consiste a` se positionner sur l’image par σ de la position du Gendarme. Cette strate´gie est valide puisque :
comme σ est un endomorphisme de G, c’est aussi un endomorphisme de Gl−1 et donc le Voleur peut
toujours se de´placer sur l’image par σ de la position du Gendarme ; de plus, puisque pour tout u ∈ V ,
distG(u,σ(u)) ≥ l, on a que u et σ(u) ne sont pas adjacents dans Gl−1, donc la position du Voleur n’est
jamais adjacente a` celle du Gendarme. 2
3 Applications aux re´seaux d’interconnexion de centres de donne´es
Dans notre rapport [8], nous avons conside´re´ un grand nombre de topologies usuelles des re´seaux d’in-
terconnexion de centres de donne´es. Nous nous sommes servis de nos re´sultats dans la section pre´ce´dente
pour borner infe´rieurement l’hyperbolicite´ de leurs graphes sous-jacents, et donc l’e´tirement de certains
routages ge´ome´triques applique´s a` ces re´seaux. Nous pre´sentons quelques unes de nos bornes ci-dessous
(d’autres de nos re´sultats sont liste´s dans la Table 1).
• L’hypercube H(n) a pour sommets les mots binaires de taille n, avec une areˆte entre deux mots s’ils
ne diffe`rent que par un bit. Le graphe H(n) est sommet-transitif et de diame`tre n. Par conse´quent, son
hyperbolicite´ est d’au moins dn/2e/2 d’apre`s le The´ore`me 1. Une analyse plus fine dans [8] montre que
H(n) est bn/2c-hyperbolique. Ce re´sultat s’e´tend a` plusieurs ge´ne´ralisations de l’hypercube.
• Le graphe BCubek(n) [11] est de´fini re´cursivement. BCube0(n) est une e´toile a` n branches. BCubek(n)
est construit a` partir de n copies disjointes de BCubek−1(n), comme suit. Il y a nk copies disjointes de
BCube0(n) dans chaque copie de BCubek−1(n), d’ou` un total de n · nk = nk+1 feuilles.
BCube0(3)[0] BCube0(3)[1] BCube0(3)[2]
FIGURE 1: Le graphe BCube1(3).
Pour construire BCubek(n), on ajoute nk nouveaux sommets, avec
chacun de ces sommets adjacent aux n copies d’une meˆme feuille.
La construction est illustre´e pour k = 1 avec la Figure 1.
En s’inspirant de la construction re´cursive, on peut construire
pour tout k un endomorphisme σk de BCubek(n) ou` la distance entre
un sommet et son image vaut au moins 2k. D’apre`s le The´ore`me 3,
ce re´sultat implique que l’hyperbolicite´ du graphe BCubek(n) est
au moins k/2. En fait, nous prouvons dans [8] que BCubek(n) est
(k+1)-hyperbolique pour tout k ≥ 1. La meˆme approche que pour
BCubek(n) se ge´ne´ralise a` d’autres familles de graphes de´finies
re´cursivement dans la litte´rature, dont le Fat-Tree [3] (qui a un
diame`tre e´gal a` 6 et qui est 2-hyperbolique).
David Coudert et Guillaume Ducoffe
En revanche, les grilles sont un exemple de graphes ou` les deux me´thodes pre´ce´dentes ne s’appliquent
pas. En effet, pour obtenir des syme´tries inte´ressantes pour la grille, il faudrait conside´rer la grille infinie.
Or, nos the´ore`mes ne s’appliquent qu’aux graphes finis. Cet inconve´nient technique peut eˆtre contourne´
a` l’aide de plusieurs me´thodes comple´mentaires, que nous ne pre´senterons pas ici par manque de place.
Nom Degre´ max. Diame`tre Ordre Hyperbolicite´
de Bruijn (non dirige´) 2d D dD bD/2c/2≤ δ≤ bD/2c
Shuffle exchange 3 2n−1 2n bn/2c/2≤ δ≤ n−1
grille (n,m) 4 n+m−2 nm min{n,m}−1
tore (n,m) 4 bn/2c+ bm/2c nm b(bn/2c+ bm/2c)/2c−1≤ δ≤ b(bn/2c+ bm/2c)/2c
Cube Connected Cycle 3 2n−2+max{2,bn/2c} n2n n≤ δ≤ n−1+max{1,bn/2c/2}
Butterfly 4 2n 2n(n+1) n
Bubble-sort n−1 (n2) n! bn(n−1)/4c
Star n−1 b3(n−1)/2c n! bb3(n−1)/2c/2−1/2c ≤ δ≤ bb3(n−1)/2c/2c
TABLE 1: Bornes sur l’hyperbolicite´ de quelques topologies.
4 Conclusion
Nos re´sultats de´montrent que les graphes syme´triques ont une hyperbolicite´ proportionnelle a` leur
diame`tre, soit le pire cas possible. Comme la plupart des re´seaux d’interconnexion de centres de donne´es
ont un graphe sous-jacent syme´trique, nous pensons que l’utilisation des routages ge´ome´triques pour ces
re´seaux devrait eˆtre partiellement remise en question.
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